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ASIMMETRIA INFORMATIVA IN UN MODELLO DI MERCATO
CON TRE PROCESSI DI ORNSTEIN-UHLENBECK1

(prima parte)

Donato Scolozzi2 - Luigi Romano3

Dipartimento di Scienze dell’Economia

Sezione matematematico-statistica

Universitá del Salento

Introduzione
In [RS13] é stato esteso il lavoro [GUA06] al caso di n + 1 moti browniani

indipendenti di cui uno individua un processo di Ornestein-Uhlenbeck.
In questo lavoro consideriamo tre moti browniani indipendenti ed un mercato

la cui incertezza é regolata dai tre processi di Ornstein-Uhlenbeck individuati
ciascuno di essi da uno dei tre moti assegnati.

Si intende individuare le caratteristiche del processo individuato da una com-
binazione lineare dei tre processi di Ornstein-Uhlenbeck che a sua volta indi-
vidua l’evoluzione del valore di un titolo. In particolare si prova che il processo
cośı ottenuto non é markoviano. In tal caso si tratta di individuare un moto
browniano che ne determina l’intera dinamica attraverso la rappresentazione di
Hitsuda. Questo problema sará esaminato in un altro studio.

parole chiave: processi stocastici; rappresentazione di Hitsuda; asimmetria
informativa

codici classificazione AMS: 60G15; 62M07; 45D05

1lavoro completato nel mese di novembre 2013
2donato.scolozzi@unisalento.it
3luigi.romano@unisalento.it
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1 Il modello

Consideriamo un mercato finanziario in cui sono presenti un titolo privo di ris-
chio D ed un titolo rischioso S. Supponiamo deterministico il tasso di interesse
di mercato. Per descrivere la dinamica del titolo rischioso consideriamo uno
spazio di probabilitá (Ω,F ,P) su cui sono definiti tre moti browniani indipen-
denti: (

B1
t

)
t∈[0,+∞[

,
(
B2
t

)
t∈[0,+∞[

,
(
B3
t

)
t∈[0,+∞[

Per ogni j = 1, 2, 3, assegnato il parametro reale λj > 0, consideriamo il

processo di Ornstein-Uhlenbeck
(
U jt

)
t∈[0,+∞)

definito dalla equazione:

U jt + λj

∫ t

0

U jsds = Bjt , t ∈ [0,+∞[ (1)

che, come noto, é dato dalla relazione:

U jt =

∫ t

0

e−λj(t−s)dBjs (2)

Asseganti poi i numeri reali pj , con j = 1, 2, 3 e non tutti nulli, consideriamo
il processo (Yt)t∈[0,+∞) definito da:

Yt = p1U
1
t + p2U

2
t + p3U

3
t . (3)

Consideriamo ora due funzioni deterministiche

µ, σ : [0,+∞[ −→ [0,+∞[

misurabili secondo Lebesgue e tali che

∀ T > 0 µ ∈ L1 ([0, T ]) , σ ∈ L2 ([0, T ])

Supponiamo che il prezzo del titolo rischioso sia regolato dalla seguente
equazione differenziale:

dSt
St

= µtdt+ σtdYt (4)

la cui soluzione, come noto, é data dalla relazione:

St = S0 exp

[∫ t

0

(
µs −

σ2
s

2

)
ds+

∫ t

0

σsdYs

]
. (5)

E’ possibile ora interpretare la situazione ottenuta nel modo seguente: esiste
un investitore che ha le informazioni che gli vengono dai tre moti browniani e che
chiameremo ”investitore informato”, e c’é l’investitore che invece fa riferimento
alle informazioni che gli vengono dal processo Y e che chiameremo ”investitore
parzialmente informato”.
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Il primo, quindi, fa riferimento alla filtrazione
(
F1
t

)
t∈[0,+∞[

ottenuta com-

pletando la filtrazione naturale generata dai tre moti browniani
(
B1, B2, B3

)
,

che quindi soddisfa le usuali condizioni di completezza e di continuitá da destra.
Il secondo, invece, fa riferimento alla filtrazione

(
F0
t

)
t∈[0,+∞[

generata dal

processo Y (o equivalentemente da S).
Evidentemente risulta F0

t ⊂ F1
t per ogni t.

Volendo reinterpretare la situazione dell’agente informato, é possibile affer-
mare che il valore del titolo rischioso evolve seguendo i moti browniani assegnati;
il suo valore é quindi determinato dalla equazione:

dSt
St

=
(
µt − p1λ1σtU1

t − p2λ2σtU2
t − p3λ3σtU3

t

)
dt+ (6)

σt
(
p1dB

1
t + p2dB

2
t + p3dB

3
t

)
(7)

che fa riferimento al moto browniano

Wt =
p1√

p21 + p22 + p23
dB1

t +
p1√

p21 + p22 + p23
dB2

t +
p1√

p21 + p22 + p23
dB3

t .

Ora vogliamo individuare, per l’agente parzialmente informato, una analoga
equazione che rappresenta Y , e quindi S, in termini della filtrazione F0 e di un
opportuno moto browniano B0

t .

2 Scomposizione del processo Y rispetto ad F0

In questo paragrafo esaminiamo la proprietá di markovianitá di Y e determini-
amo, rispetto alla filtrazione F0, il relativo moto browniano B0 che lo rappre-
senta.

Theorem 2.1. Il processo Y verifica le seguenti proprietá:

1. Y é gaussiano

2. E (Yt) = 0 ∀t ∈ [0,+∞[

3. Γ(s, t) = cov (Ys, Yt) = E (YsYt) =

=

3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj |t−s| − e−λj(t+s)

)
∀ s, t ∈ [0,+∞[

Proof. Γ(s, t) = cov (Ys, Yt) = E (YsYt) = E

 3∑
j=1

pjU
j
s

 3∑
j=1

pjU
j
t

=

3



= E

 3∑
j=1

pj

∫ s

0

e−λj(s−u)dBju

 3∑
j=1

pj

∫ t

0

e−λj(t−u)dBju


per l’indipendenza dei tre moti browniani si ha:

E

 3∑
j=1

p2j

[∫ s∧t

0

e−λj(s−u)dBju

][∫ s∧t

0

e−λj(t−u)dBju

] =

3∑
j=1

p2j

[∫ s∧t

0

e−λj(s+t−2u)du

]
=

3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj(s+t−2s∧t) − e−λj(s+t)

)
essendo poi s+ t− 2s ∧ t = |t− s| si ha la tesi.

Possiamo considerare ora il seguente risultato:

Theorem 2.2. Y é di Markov se e solo se si ha: λ1 = λ2 = λ3.

per dimostrare questo teorema, se Γ(s, t) = cov(Ys, Yt) é la funzione di covari-
anza del processo Y facciamo riferimento al seguente risultato per il quale vedi
[D. Revuz - M. Yor, III.1.13].

Theorem 2.3. Y é di Markov se e e solo se risulta:

Γ(s, t)Γ(t, u) = Γ(t, t)Γ(s, u) ∀ s ≤ t ≤ u

Proof. Sia λ1 = λ2 = λ3 allora, indicato con λ il valore comune, ∀ s ≤ t ≤ u si
ha:

Γ(s, t)Γ(t, u)−Γ(t, t)Γ(t, s) =

 3∑
j=1

p2j
2λ

(
e−λ(t−s) − e−λ(t+s)

) 3∑
j=1

p2j
2λ

(
e−λ(u−t) − e−λ(u+t)

)−
 3∑
j=1

p2j
2λ

(
1− e−2λt

) 3∑
j=1

p2j
2λ

(
e−λ(u−s) − e−λ(u+s)

) =
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(
e−λ(t−s) − e−λ(t+s)

) (
e−λ(u−t) − e−λ(u+t)

)
−
(
1− e−2λt

) (
e−λ(u−s) − e−λ(u+s)

)
4λ2

 3∑
j=1

p2j

2

sviluppando i prodotti si ha la tesi, cioé:

Γ(s, t)Γ(t, u) = Γ(t, t)Γ(t, s)

Viceversa se, ∀ s ≤ t ≤ u, risulta: Γ(s, t)Γ(t, u) − Γ(t, t)Γ(t, s) = 0 allora si
ha:

 3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj(t−s) − e−λj(t+s)

) 3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj(u−t) − e−λj(u+t)

)−

 3∑
j=1

p2j
2λj

(
1− e−2λjt

) 3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj(u−s) − e−λj(u+s)

) = 0

Che, posto

A =

 3∑
j=1

p2j
2λj

(
e−λj(t−s) − e−λj(t+s)

) , B =

 3∑
j=1

p2j
2λj

(
1− e−2λjt

)

si puó scrivere nella forma:

A

[
p21

2λ1
e−λ1u

(
eλ1t − e−λ1t

)
+

p22
2λ2

e−λ2u
(
eλ2t − e−λ2t

)
+

p23
2λ3

e−λ3u
(
eλ3t − e−λ3t

)]
−

B

[
p21

2λ1
e−λ1u

(
eλ1s − e−λ1s

)
+

p22
2λ2

e−λ2u
(
eλ2s − e−λ2s

)
+

p23
2λ3

e−λ3u
(
eλ3s − e−λ3s

)]
= 0
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p21
2λ1

e−λ1u
[
A
(
eλ1t − e−λ1t

)
−B

(
eλ1s − e−λ1s

)]
+

p22
2λ2

e−λ2u
[
A
(
eλ2t − e−λ2t

)
−B

(
eλ2s − e−λ2s

)]
+

p23
2λ3

e−λ3u
[
A
(
eλ3t − e−λ3t

)
−B

(
eλ3s − e−λ3s

)]
= 0

Moltiplicando ora per eλ1u+λ2u+λ3u si ha ∀ s ≤ t ≤ u:

p21
2λ1

eλ2u+λ3u
[
A
(
eλ1t − e−λ1t

)
−B

(
eλ1s − e−λ1s

)]
+

p22
2λ2

eλ1u+λ3u
[
A
(
eλ2t − e−λ2t

)
−B

(
eλ2s − e−λ2s

)]
+

p23
2λ3

eλ1u+λ2u
[
A
(
eλ3t − e−λ3t

)
−B

(
eλ3s − e−λ3s

)]
= 0

da cui si deduce, passando al limite per u→ +∞,

[
A
(
eλ1t − e−λ1t

)
−B

(
eλ1s − e−λ1s

)]
= 0

[
A
(
eλ2t − e−λ2t

)
−B

(
eλ2s − e−λ2s

)]
= 0

[
A
(
eλ3t − e−λ3t

)
−B

(
eλ3s − e−λ3s

)]
= 0

Cioé ∀ s ≤ t:

B

A
=
eλ1t − e−λ1t

eλ1s − e−λ1s
=
eλ2t − e−λ2t

eλ2s − e−λ2s
=
eλ3t − e−λ3t

eλ3s − e−λ3s

e quindi:

eλ1t − e−λ1t

eλ2t − e−λ2t
=
eλ1s − e−λ1s

eλ2s − e−λ2s
e

eλ1t − e−λ1t

eλ3t − e−λ3t
=
eλ1s − e−λ1s

eλ3s − e−λ3s

Da tali relazioni, eventualmente passando al limite per t → +∞, si ricava
l’uguaglianza λ1 = λ2 e λ1 = λ3
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In questo la lavoro siamo interessati a considerare il caso in cui i tre parametri
sono diversi tra loro e quindi il caso in cui il processo Yt non é markoviano.
In tal caso ci interessa individuare, attraverso il risultato di Hitsuda, il moto
browniano B0

t che ne individua la dinamica.
Si noti che in [Gua06] é stato esaminato il caso p3 = 0, p21 + p22 = 1 e λ1 = 0

ed in [SR13] é stato esaminato il caso λ1 = λ2 = 0 ottenendo quindi un processo
non markoviano.

Allo scopo di individuare per Yt una dinamica attraverso il procedimento di
Hitsuda, consideriamo un secondo processo Zt definito, ∀ t ≥ 0, da:

Zt = p1B
1
t+p2B

2
t+p3B

3
t+p1 (λ2 + λ3)

∫ t

0

B1
sds+p2 (λ1 + λ3)

∫ t

0

B2
sds+p3 (λ1 + λ2)

∫ t

0

B3
sds+

p1λ2λ3

∫ t

0

[∫ s

0

B1
udu

]
ds+ p2λ1λ3

∫ t

0

[∫ s

0

B2
udu

]
ds+ p3λ1λ2

∫ t

0

[∫ s

0

B3
udu

]
ds

Utilizzando la regola di integrazione per parti ed il teorema di Fubini-Tonelli
esso si puó scrivere nella forma seguente:

Zt = p1

∫ t

0

[
1 + (λ2 + λ3) (t− u) + λ2λ3

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
dB1

u+

p2

∫ t

0

[
1 + (λ1 + λ3) (t− u) + λ1λ3

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
dB2

u+

p3

∫ t

0

[
1 + (λ1 + λ2) (t− u) + λ1λ2

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
dB3

u

Per esso si ha il seguente risultato:

Theorem 2.4. 1. Zt é gaussiano

2. E (Zt) = 0 ∀t ∈ [0,+∞[
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3. cov (Zt, Zs) = p21

∫ t∧s

0

[
1 + (λ2 + λ3) (t− u) + λ2λ3

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
·

[
1 + (λ2 + λ3) (s− u) + λ2λ3

(
s2

2
+

(s− u)
2

2

)]
du+

p22

∫ t∧s

0

[
1 + (λ1 + λ3) (t− u) + λ1λ3

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
·

[
1 + (λ1 + λ3) (s− u) + λ1λ3

(
s2

2
+

(s− u)
2

2

)]
du+

p23

∫ t∧s

0

[
1 + (λ1 + λ2) (t− u) + λ1λ2

(
t2

2
+

(t− u)
2

2

)]
·

[
1 + (λ1 + λ2) (s− u) + λ1λ2

(
s2

2
+

(s− u)
2

2

)]
du

Proof. Le prime due proprietá sono di facile verifica.
La terza si deduce dal fatto che i tre moti browniani assegnati sono tra loro

indipendenti.

Per il seguito é comodo fare le seguenti posizioni:

h1(α, β) = 1 + (λ2 + λ3) (α− β) + λ2λ3

(
α2

2
+

(α− β)
2

2

)

h2(α, β) = 1 + (λ1 + λ3) (α− β) + λ1λ3

(
α2

2
+

(α− β)
2

2

)

h3(α, β) = 1 + (λ1 + λ2) (α− β) + λ1λ2

(
α2

2
+

(α− β)
2

2

)

H(t, s, u) =

3∑
j=1

[
p2jhj(t, u)hj(s, u)− p2j

]

8



F (t, s) =

∫ t∧s

0

H(t, s, u)du

In tal modo risulta:

cov (Zt, Zs) =
(
p21 + p22 + p23

)
t ∧ s+ F (t, s)

Per poter poi individuare, tramite il metodo di Hitsuda, il moto brow-
niano B0

t che rappresnta il processo Yt rispetto alla sua filtrazione naturale(
F0
t

)
t∈[0,+∞[

é opportuno, preliminarmente, individuare la funzione f̃(t, s) tale

per cui si possa scrivere

cov (Zt, Zs) =
(
p21 + p22 + p23

) [
t ∧ s−

∫ t

0

∫ s

0

f̃(u, v)dudv

]

Per tale motivo possiamo considerare il seguente risultato:

Theorem 2.5. Nelle condizioni assegnte, ∀ s ≤ t, posto

˜̀(t, s) =

∫ s

0

∂2H

∂t∂s
(t, s, w)dw +

∂H

∂t
(t, s, s)

vale la relazione:

F (t, s) =

∫ t

0

∫ s

0

˜̀(u, v)dudv

e quindi considerando

f̃(t, s) = −
˜̀(t, s)

p21 + p22 + p23

si ha:

cov (Zt, Zs) =
(
p21 + p22 + p23

) [
t ∧ s−

∫ t

0

∫ s

0

f̃(u, v)dudv

]

9



Proof. ∀ 0 < s < t si ha:

F (t, s) =

∫ s

0

H(t, s, w)dw

e quindi risulta:

∂F

∂t
(t, s) =

∫ s

0

∂H

∂t
(t, s, w)dw,

∂F

∂s
(t, s) =

∫ s

0

∂H

∂s
(t, s, w)dw +H(t, s, s)

∂2F

∂s∂t
(t, s) =

∫ s

0

∂2H

∂s∂t
(t, s, w)dw +

∂H

∂t
(t, s, s) =

∂2F

∂s∂t
(s, t)

Di conseguenza si ha:

F (t, s) = F (0, 0)+

∫ t

0

∂F

∂t
(u, 0)du+

∫ s

0

∂F

∂s
(t, v)dv =

∫ s

0

[∫ t

0

∂2F

∂s∂t
(u, v)du

]
dv =

∫ t

0

[∫ s

0

∂2F

∂s∂t
(u, v)dv

]
du =

∫ s

0

∫ t

0

[∫ v

0

∂2H

∂s∂t
(u, v, w)dw +

∂H

∂u
(u, v, v)

]
dudv

Riprendendo [Gua06], la funzione F (t, s) ivi esaminata é data da:

F (t, s) =

∫ t∧s

0

(
p2 [1 + λ (t− u)] [1 + λ (s− u)]− p2

)
du

con 0 < p < 1. Considerando quindi la funzione

H(t, s, u) = p2 ([1 + λ (t− u)] [1 + λ (s− u)]− 1)

si ricava, ∀ s ≤ t:
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˜̀(t, s) =

∫ s

0

∂2H

∂t∂s
(t, s, w)dw +

∂H

∂t
(t, s, s) = p2

(
λ2s+ λ

)
e la funzione f̃(t, s) ivi esaminata é data da f̃(t, s) = −˜̀(t, s).

Analogo ragionamento é stato fatto in [SR13].

A questo punto per determinare il moto browniano, seguendo Hitsuda, si
tratta di individuare una funzione g̃(t, s) tale che si abbia:

f̃(t, s) = g̃(t, s)−
∫ s

0

g̃(t, w)g̃(s, w)dw ∀ 0 ≤ s ≤ t

In tal caso esiste una moto browniano B0
t tale che si abbia:

Zt = B0
t −

∫ t

0

[∫ s

0

g̃(s, w)dB0
w

]
ds

In [Gua06] ed in [SR13] la funzione f̃(t, s) era in realtá dipendente dalla sola
variabile s con una espressione data da un binomio di primo grado in s. In
antrambii casi si é scelto una funzione g̃(t, s) dipendente dalla sola variabile s
e si é esaminato, di conseguenza una equazione differenziale ordinaria a vari-
abili separabili facilmente risolubile. Va notato che se la funzione f̃(t, s), pur
dipendendo dalla sola variabile s, non ha una espressione polinomiale di primo
grado si puó sempre optare per scegliere la funzione g̃(t, s) dipendente dalla sola
variabile s. In tal caso peró si tratta di esaminare una equazione differenziale
di tipo Riccati. Infine si noti che se f̃(t, s) é una costante allora la funzione
g̃(t, s) verifica una equazione differenziale ordinaria a crescita quadratica nella
funzione incognita.

In questo lavoro noi, pur essendo interessati ad esaminare l’equazione che de-
termina g̃(t, s), diamo per ipotesi l’esistenza della funzione cercata. Ci ripromet-
timo, in una seconda parte del lavoro che dovrá esaminare le funzioni di utilitá
degli investitori, di esaminare la risolubilitá del problema.

Mediante il seguente risultato, inoltre, si stabilisce il legame tra i processi Y
e Z e di conseguenza tra il processo Y ed il processo B0

t

11



Theorem 2.6. I processi Y e Z verificano la seguente relazione:

Yt + (λ1 + λ2 + λ3)

∫ t

0

Ysds+ (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

∫ t

0

[∫ s

0

Yudu

]
ds+

+λ1λ2λ3

∫ t

0

[∫ s

0

[∫ u

0

Yvdv

]
du

]
ds = Zt

Quindi, se si ha λ1 < λ2 < λ3, risulta:

Yt =

∫ t

0

[
λ21 (λ3 − λ2) e−λ1(t−s) − λ22 (λ3 − λ1) e−λ2(t−s) + λ23 (λ2 − λ1) e−λ3(t−s)

(λ3 − λ2) (λ3 − λ2) (λ2 − λ1)

]
dZs

Proof. La prima relazione si puó verificare nel modo seguente:

Yt−Zt = p1U
1
t +p2U

2
t +p2U

2
t −
(
p1B

1
t + p2B

2
t + p3B

3
t + p1 (λ2 + λ3)

∫ t

0

B1
sds+

+p2 (λ1 + λ3)

∫ t

0

B2
sds+ p3 (λ1 + λ2)

∫ t

0

B3
sds+ p1λ2λ3

∫ t

0

[∫ s

0

B1
udu

]
ds+

+p2λ1λ3

∫ t

0

[∫ s

0

B2
udu

]
ds+ p3λ1λ2

∫ t

0

[∫ s

0

B3
udu

]
ds

)
=

−p1λ1
∫ t

0

U1
s ds−p2λ2

∫ t

0

U2
s ds−p3λ3

∫ t

0

U3
s ds−p1 (λ2 + λ3)

∫ t

0

[
U1
s + λ1

∫ s

0

U1
udu

]
ds−

p2 (λ1 + λ3)

∫ t

0

[
U2
s + λ2

∫ s

0

U2
udu

]
ds−p3 (λ1 + λ2)

∫ t

0

[
U3
s + λ3

∫ s

0

U3
udu

]
ds−

p1λ2λ3

∫ t

0

[∫ s

0

[
U1
u + λ1

∫ u

0

U1
v dv

]
du

]
ds−p2λ1λ3

∫ t

0

[∫ s

0

[
U2
u + λ2

∫ u

0

U2
v dv

]
du

]
ds−

p3λ1λ2

∫ t

0

[∫ s

0

[
U3
u + λ3

∫ u

0

U3
v dv

]
du

]
ds = − (λ1 + λ2 + λ3)

∫ t

0

[
p1U

1
s + p2U

2
s + p3U

3
s

]
ds
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− (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

∫ t

0

[∫ s

0

[
p1U

1
u + p2U

2
u + p3U

3
u

]
du

]
ds−

λ1λ2λ3

∫ t

0

[∫ s

0

[∫ u

0

[
p1U

1
v + p2U

2
v + p3U

3
v

]
dv

]
du

]
ds

Mettendo insieme primo e secondo membro si ottiene la tesi.

La seconda relazione si ricava dopo aver osservato che la relazione appena
dimostrata rappresenta una equazione differenziale lineare del terzo ordine la
cui funzione incognita, della variabile t, é data da:

t −→
∫ t

0

[∫ s

0

[∫ u

0

Yvdv

]
du

]
ds

La tesi si ottiene con calcoli standard utilizzando il metodo delle variazioni
delle costanti arbitrarie di Lagrange e osservando che il processo Yt é la derivata
terza della funzione incognita.

Dal risultato appena ottenuto e dalla relazione che fornisce il legame tra il
processo Zt ed il moto browniano B0

t si ricava il seguente risultato.

Theorem 2.7. Se si ha λ1 < λ2 < λ3, vale la seguente relazione:

Yt =

∫ t

0

[
λ21 (λ3 − λ2) e−λ1(t−s) − λ22 (λ3 − λ1) e−λ2(t−s) + λ23 (λ2 − λ1) e−λ3(t−s)

(λ3 − λ2) (λ3 − λ2) (λ2 − λ1)

]
dB0

s−

∫ t

0

[
λ21 (λ3 − λ2) e−λ1(t−s) − λ22 (λ3 − λ1) e−λ2(t−s) + λ23 (λ2 − λ1) e−λ3(t−s)

(λ3 − λ2) (λ3 − λ2) (λ2 − λ1)

∫ s

0

g̃(s, w)dB0
w

]
ds
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